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МОДЕЛЬ ЭКОНОМИЧЕСКОГО РОСТА УЗАВЫ – ЛУКАСА  
С ОТРАЖЕНИЕМ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ПРИРОДНЫХ РЕСУРСОВ 

 
Предложена модификация модели экономического роста Узавы – Лукаса. В модель добавлены природные ре-

сурсы как фактор производства. Рассмотрены необходимые и достаточные условия оптимального развития в рам-
ках данной модели. Определены в общем виде темпы прироста основных макроэкономических показателей  
на траектории сбалансированного роста. 
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Введение 
 
Вопрос влияния человеческого капитала на развитие экономической системы является се-

годня достаточно актуальным. Этому вопросу уделяется значительное внимание как в зару-
бежной, так и в отечественной литературе. Существует целый ряд моделей, где человеческий 
капитал выступает как фактор экономического роста, например, двухсекторная модель эндо-
генного экономического роста Узавы – Лукаса. Тем не менее в реальной экономике фактор 
наличия значительного количества доступных и востребованных природных ресурсов также 
играет важную и не всегда однозначную роль. Учет влияния природных ресурсов на эконо-
мическую динамику особенно актуален для стран, экономика которых существенно зависит 
от результатов деятельности добывающих отраслей. К таким странам относится Россия. По-
этому, при написании данной статьи, была поставлена цель – синтезировать анализ влияния 
человеческого капитала и природных ресурсов в рамках единой модели, в связи с чем пред-
ложена модификация модели Узавы – Лукаса с отражением в ней фактора природных ре- 
сурсов. 

 
 
Обзор литературы 
 
Характерной чертой двухсекторной модели экономического роста Узавы – Лукаса являет-

ся присутствие в ней человеческого капитала и анализ его влияния на экономический рост. 
Изначально Хирофуми Узава (Hirofumi Uzawa) в своей статье [1] анализирует модель эконо-
мического роста с нейтральным по Харроду уровнем технологического развития, т. е. произ-
водственную функцию вида 

 ( ), ( ) ( ) ,U PF K t A t L t  

где ( )K t  ‒ объем основного капитала; ( )UA t  ‒ уровень производительности труда; ( )PL t  ‒ 
объем трудовых ресурсов, задействованных в производстве. Факторами, влияющими на про-
изводительность труда, были образование, здоровье, общественные блага и т. д. Влияние 
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данных факторов отражает суть второго, образовательного сектора экономики в данной мо-
дели. У Узавы он представлен в виде 

 ( )/ ( ) ( ) / ( ) ,U U EA t A t L t L t 


 

где ( )UA t


 есть приращение производительности труда в момент времени t, таким образом, 

( ) / ( )U UA t A t


 – темп прироста производительности труда. Далее, используя принцип макси-
мума Понтрягина, Узава анализирует динамику модели, при условии максимизации уровня 
потребления. И если в его статье понятие человеческого капитала прямо не упоминается, хо-
тя и ощущается интуитивно, то позже, в конце 1980-х гг. публикуется статья [2] Роберта Лу-
каса (Robert Lucas), где, модифицируя данную модель, он конкретно говорит о человеческом 
капитале. Технологический прогресс у него имеет смешанный характер и уже не строго ней-
трален по Харроду, как было у Узавы. Производственная функция теперь имеет вид  

  1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L aY t AK t b t h t L t h t
  ,                                            (1) 

где A  ‒ технологический уровень, являющийся константой; ( )Lb t  ‒ в трактовке Лукаса доля 

времени, которое рабочий уделяет производственному процессу; ( )h t  ‒ удельный уровень 

человеческого капитала; ( )ah t   ‒ внешний эффект от человеческого капитала. Второй, обра-
зовательный сектор, отвечающий за накопление человеческого капитала, представлен в виде 

  ( ) ( ) 1 ( )Lh t h t G b t 


,                                                         (2) 

где 1 ( )Lb t  ‒ свободное время, которое работник использует на накопление человеческого 

капитала; функция  1 ( )LG b t  имеет линейный вид, а параметр   отражает степень влияния 

существующего накопленного человеческого капитала на его приращение. В дальнейшем 
своем анализе Лукас принимает 1  . Как и Узава, далее он рассматривает динамику данной 
системы с использованием теории оптимального управления. 

C тех пор данная модель не раз использовалась исследователями для анализа и эмпириче-
ской оценки влияния человеческого капитала на развитие экономической системы. Рассмот-
рим некоторые из работ. В статье [3] на основе эндогенных моделей автор анализирует влия-
ние налоговой политики на долгосрочные темпы экономического роста. Опираясь в том 
числе на описанную выше Лукасом модель, он пытается в определенной степени ее обоб-
щить и включает в образовательный сектор (2) долю физического капитала, таким образом, 
образовательный сектор модели Узавы – Лукаса становится частным случаем модели Ребело. 
В то же время в производственной функции (1) он не рассматривает внешний эффект ( )ah t  . 
В результате своего исследования он приходит к заключению об обратной зависимости меж-
ду налогом на доход и темпами экономического роста. Вопросы налогообложения  
в рамках модели Узавы – Лукаса рассматриваются также в работах [4; 5]. В работе [6] авторы 
более детально рассматривают динамику модели Узавы – Лукаса и ее сбалансированную 
траекторию. Они анализируют область значений параметров данной модели, принадлеж-
ность к которым приводит к положительным темпам экономического роста. Анализ сбалан-
сированной траектории, переходной динамики и параметров модели также можно найти  
в работах [7–10] и др. Двухсекторная модель Узавы – Лукаса является сегодня неотъемлемой 
частью монографий, посвященных теоретическим концепциям экономического роста. Мы 
видим ее анализ в работах Р. Бэрро и К. Сала-и-Мартина [11], Д. Асемоглу [12], а также  
в монографиях [13–15] и др. Следует выделить монографию [16], которая полностью посвя-
щена анализу данной модели.  

Ввиду того, что в данной статье предлагается модификация макромодели с отражением 
природных ресурсов, то необходимо упомянуть и некоторые из работ, где природные ресур-
сы рассматривались как один из факторов в моделях экономического роста. Это, напри- 
мер, [17], где авторы в качестве природных ресурсов рассматривают удельный выпуск  
нефтяной отрасли, удельную нефтяную ренту и удельные резервы нефти и в каждом случае 
происходит оценка производственной функции. В работах [18–21] рассматривается влияние 
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природных ресурсов на развитие экономической системы в рамках определенных макромо-
делей. 

 
Модель 
 
Модифицируем двухсекторную модель Узавы – Лукаса, включив в нее влияние природ-

ных ресурсов на экономическую систему. Для определения оптимальной траектории разви-
тия системы необходимо использование методов теории оптимального управления с целью 
максимизации функции полезности при соответствующих ограничениях. Именно макси-
мальная получаемая индивидом полезность является наиболее предпочтительным вариантом 
развития экономической системы. 

Рассмотрим двухсекторную модель экономического роста следующего вида: 

  1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y t A t K t S t b t H t
  ,                                             (3) 

  ( ) ( ) 1 ( ) ( )HH t H t z b t H t   


,                                                 (4) 

где ( )Y t  ‒ валовой внутренний продукт; ( )A t  ‒ общий уровень технологического развития; 

( )S t  ‒ природные ресурсы; ( )H t  ‒ объем накопленного человеческого капитала; H  ‒ уро-

вень амортизации человеческого капитала; ( )b t  – доля человеческого капитала, занятого  
в производстве; z  ‒ коэффициент эффективности накопления человеческого капитала. 

Объем накопленного человеческого капитала можно представить в виде произведения 
трудовых ресурсов и удельного накопленного человеческого капитала, соответственно (3)  
и (4) можно представить в следующем виде: 

  1y Ak s bh
  ,                                                             (5) 

  1 Hh hz b h   


,                                                             (6) 

где y , k , s  и h  представляют собой удельные величины ВВП, основного капитала, природ-
ных ресурсов и накопленного человеческого капитала соответственно. 

Получаемая агентами полезность от потребления задана в следующей форме: 

 
1 1

( )
1

c
u c

 


 
,                                                                 (7) 

где   ‒ коэффициент относительной несклонности к риску Эрроу – Пратта, который опреде-
ляется как 

( )

( )

u c c

u c


  


, 

следовательно, эластичность межвременного замещения также будет величиной постоянной, 
которая равна 1 / .  

Агенты в экономике максимизируют приведенный поток получаемой полезности (7) со-
гласно 

 
1

0

1
max

1
tc

e dt
 


  ,                                                            (8) 

где   ‒ норма временно́го предпочтения. 
Для решения задачи максимизации получаемой полезности рассмотрим сначала ситуа-

цию, когда решения принимаются централизованно, т. е. в данном случае оптимизацией за-
нимается некий социальный планировщик (Social Planner), который действует в интересах 
агентов экономической системы и пытается максимизировать их полезность. Опишем далее 
данную задачу оптимизации. 

Продукция первого сектора может быть использована на потребление, инвестиции в ос-
новной капитал и на инвестиции в разработку новых природных ресурсов. Таким образом, 
ограничение примет вид 

  1K Sc i i y Ak s bh
     ,                                                  (9) 
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где c  ‒ удельное потребление; Ki  ‒ удельные инвестиции в основной капитал; Si  ‒ удельные 
инвестиции в природные ресурсы. 

Динамика основного капитала и природных ресурсов описывается следующим образом: 

 K Kk i k  


,                                                                (10) 

 S Ss i s   


,                                                                (11) 

где K  ‒ норма выбытия основного капитала; S  ‒ норма использования природных ресур-

сов;   и   ‒ параметры, отражающие доступность и возможность освоения новых природ-
ных ресурсов в экономике. 

Для решения задачи оптимизации, используя (6), (8)–(11), запишем гамильтониан, кото-
рый примет вид 

     
1

1

1 2 3

1
1 ,

1
p

S K H S S

c
H Ak s bh c i k hz b h i s


                         

   (12) 

где pH  означает, что в данном случае мы решаем задачу планировщика, а 1 , 2  и 3  есть 
неявные цены изменения переменных состояния, которыми в данном случае являются k, h  
и s, т. е. содержательно это означает изменение полезности в момент времени t, которое про-
изойдет в результате изменения переменных состояния также в момент времени t. Перемен-
ными управления в данном случае являются c, b  и .Si   

Условиями максимизации будут следующие равенства: 

 
1 1

2 2

3 3

0, 0, 0;

;

;

,

S

p p p
c b i

p
k

p
h

p
s

H H H

H

H

H

  

   

   

   







                                                           (13) 

где p
jH  есть частная производная по j. Исходя из (12) при условиях (13), мы получим сле-

дующие тождества: 
 1 0;c                                                                           (14) 

  1 21 0;
y

hz
b

                                                                   (15) 

 1
1 3 0;Si

                                                                       (16) 

 1 1 1 ;K

y

k
         
 


                                                            (17) 

    2 2 1 21 1 ;H

y
z b

h
               


                                        (18) 

 3 3 1 3 .S

y

s
        


                                                         (19) 

Условия трансверсальности имеют вид 

 

1

2

3

lim ( ) ( ) 0,

lim ( ) ( ) 0,

lim ( ) ( ) 0.

t

t

t

t

t

t

e t k t

e t h t

e t s t













   

   

   

                                                        (20) 

Проанализируем теперь децентрализованное принятие решений, т. е. когда агенты в эко-
номике самостоятельно максимизируют полученную полезность. Бюджетное ограничение 
репрезентативного агента выглядит следующим образом: 

 K Sc i i w bh rk qs     , 
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где w  ‒ ставка заработной платы; r  ‒ рентная цена капитала; q  ‒ рентная цена природных 
ресурсов. Динамика капитала и невозобновляемых ресурсов имеет аналогичный вид (10) и 
(11). Для максимизации полезности (8) определим гамильтониан: 

 

   

1

1

2 3

1

1

1 ,

d
S K

H S S

c
H w bh rk qs c i k

hz b h i s






             
            

 

где dH  означает, что в данном случае мы решаем децентрализованную задачу. Переменные 
состояния и управления те же, что и в случае централизованного принятия решений. Исходя 
из условий максимизации (13), получим следующие тождества: 

 1 0;c                                                                        (21) 

 1 2 0;wh hz                                                                     (22) 

 1
1 3 0;Si

                                                                     (23) 

  1 1 1 ;Kr      


                                                             (24) 

  2 2 1 2 1 ;Hwb z b            


                                                (25) 

 3 3 1 3 .Sq       


                                                            (26) 
Условия трансверсальности аналогичны (20). 
Как известно, условиями максимизации прибыли для фирмы на конкурентном рынке яв-

ляются равенство предельной производительности фактора производства и его цены. Таким 
образом, ставка оплаты труда и рентные цены можно определить следующим образом: 

 

;

;

1 ,

k

s

bh

y
r y

k
y

q y
s

y
w y

bh

  

  

   

                                                        (27) 

где iy  ‒ частная производная производственной функции по определенному фактору произ-
водства. Подставив (27) в (21)–(26), мы получим тождества, идентичные выражениям (14)–
(19). Таким образом, мы видим, что условия оптимальности для централизованного решения 
в нашем случае абсолютно идентичны условиям оптимальности при децентрализованном 
принятии решений. Естественно предположить, что так бывает далеко не всегда. Допустим, 
если бы в модели учитывался фактор внешнего влияния от человеческого капитала ( )ah t  , 
который изначально присутствует у Лукаса, то условия были бы различными, что можно 
объяснить тем, что данный внешний фактор не учитывался бы при децентрализованном при-
нятии решений. Данная ситуация, но с отсутствием природных ресурсов, достаточно под-
робно описана в [16].  

Условия (13) являются необходимыми, но не достаточными. Достаточное условие опти-
мальности рассмотрено в приложении А. 

Проанализируем динамику макроэкономических переменных на траектории сбалансиро-
ванного роста (ТСР). На ТСР темпы роста , , , , , Ky k s h c i  и Si  – константы.  

Из (10) мы можем получить выражение для темпа прироста капитала   ,kg  который со-

ставит 

K
k K

ik
g

k k
   



. 

Учитывая, что K  – константа, и то, что на ТСР темп роста капитала – величина постоянная, 
можно сделать вывод, что отношение инвестиций в основной капитал к основному капиталу 
есть величина постоянная на ТСР, т. е. темп роста инвестиций в основной капитал равен 
темпу роста основного капитала. 
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Прологарифмировав и продифференцировав (14), мы получим темп прироста потребления 

  :cg  

 1

1

1
c

c
g

c


  

 



.                                                            (28) 

Используя (28) и (17), получим 

Kc y

c k

 
    

  



. 

Учитывая, что параметры , ,    и K  – константы, а темп прироста удельного потребле- 
ния – величина постоянная на ТСР, то отношение выпуска к капиталу на ТСР должно быть 
постоянным, а это означает, что на ТСР темп роста выпуска равняется темпу роста основного 
капитала. Прологарифмировав и продифференцировав (16), получим темп прироста 
инвестиций в природные ресурсы (

Si
g ): 

 
 

31

1 3

1

1S

S
i

S

i
g

i

    
    
 

 

.                                                 (29) 

Так как из (28) темп прироста 1  на ТСР – константа (поскольку темп прироста потребле-
ния является постоянной величиной на ТСР) и на ТСР темп роста инвестиций в природные 
ресурсы также константа, то исходя из (29) можно сделать вывод, что темп прироста 3  так-
же является величиной постоянной на ТСР. 

Используя тождества (16) и (19), мы получим 

 

3

3
1

S

s

s

i
y



     
 
 

 



.                                                      (30) 

Прологарифмировав и продифференцировав (30) и учитывая, что темп прироста 3  является 
величиной постоянной на ТСР, получим следующее тождество: 

  1 S

S

i s y

i s y
   

  

.                                                          (31) 

Исходя из (11), мы получим выражение для темпа прироста природных ресурсов ( sg ): 

 S
s S

is
g

s s


   



.                                                        (32) 

Так как темп роста природных ресурсов на ТСР – константа, то, исходя из (32), темп прирос-
та функции инвестиций ( ) Sf i i  должен равняться темпу прироста природных ресурсов: 

 
1( )

( )
S S S

S S

i i if i s

f i i i s





 
   

  

.                                                  (33) 

Из (31) и (33) мы получим, что на ТСР темп прироста инвестиций в природные ресурсы 
равняется темпу прироста выпуска и, как следствие, темпу прироста капитала. Используя (9) 
и (10), получим тождество для темпа прироста капитала: 

S
K

ik y c

k k k k
    



. 

Так как выше уже было доказано, что на ТСР темп прироста выпуска равен темпу прирос-
та основного капитала и темпу прироста инвестиций в природные ресурсы и что темп при-
роста основного капитала на ТСР – константа, мы может утверждать, что отношение потреб-
ления к основному капиталу является величиной постоянной на ТСР, т. е. темп роста 
потребления равен темпу роста основного капитала. 
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Прологарифмировав и продифференцировав производственную функцию (5), учитывая, 
что на ТСР доля человеческого капитала, задействованного в производственном секторе, яв-
ляется константой (доказательство данного утверждения представлено в приложении Б), мы 
получим тождество для темпа прироста выпуска: 

 1
y k s h

y k s h
     

   

. 

Учитывая соотношение темпов прироста инвестиций в природные ресурсы и темпов при-
роста самих природных ресурсов, а также доказанное нами равенство на ТСР темпов прирос-
та выпуска, капитала и инвестиций в природные ресурсы, определим темп прироста челове-
ческого капитала, который составит ( hg ): 

h

h y
g

h y
   

 

, 

где 
1

1

   
      

.  

Учитывая, что величина 1   (если мы предполагаем убывающую предельную отдачу от 
инвестиций), можно сделать вывод, что темп прироста человеческого капитала на ТСР не-
сколько выше темпа роста выпуска. Темп прироста человеческого капитала в абсолютном 
выражении исходя из (6) составит 

 1 H

h
z b

h
   



. 

Таким образом, соотношение темпов прироста основных макроэкономических показате-
лей и их абсолютные значения будут выглядеть следующим образом: 

 
 11 1 HSK

K S

z biiy k c s h

y k c i i s h

           
  

    

,                         (34) 

или эквивалентно, приняв g  за темы роста выпуска на ТСР, получим: 

 1
K S

Hs h
y c i i

z bg g
g g g g g

           
  

. 

На сбалансированной траектории мы можем ввести следующую переменную: 

 
xg t

x
x

e
 ,                                                                  (35) 

где x  – любая из макроэкономических переменных. Подобный подход мы можем увидеть, 
например, в [17]. В таком случае производственную функцию (5) можно записать в следую-
щем виде: 

  1y Ak s bh
      .                                                       (36) 

Так как 0bg  , то (36) запишется в виде 

  1y Ak s bh
     .                                                       (37) 

Используя (35) и (10), получим 

 
 

K
gt

K

i
k

g e


 
 .                                                        (38) 

Подставив (38) в (37), прологарифмируем производственную функцию и получим 

 
  

ln ln ln ln ln

1 ln ln .

K Ky A i g gt s

b h

           

   

 

  

Используя (35), получим 
      ln ln ln 1 ln ln ln 1 ln .K Ky A g b i s h                        (39) 
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Итак, переходя к темпам прироста, мы получим из (39) следующее выражение для темпа 
прироста удельного выпуска на сбалансированной траектории: 

 1K

K

iy s h

y i s h
      

  

. 

Данное выражение соответствует полученному ранее равенству темпов прироста капитала 
и инвестиций в основной капитал. Переход к темпам прироста инвестиций в основной капи-
тал был сделан с целью более удобной возможной эмпирической оценки данной модели, по-
скольку далеко не все страны ведут учет динамики основного капитала, а использование ме-
тода непрерывной инвентаризации (perpetual inventory method) или иного подхода к 
определению динамики основного капитала может в определенной степени исказить полу-
ченные оценки. 

 
Результаты 
 
Результатом описанных в статье рассуждений стало определение темпов прироста основ-

ных макроэкономических показателей, характерных для предложенной модели. Используя 
выражение (Б.11), для доли человеческого капитала, задействованного в производстве на 
ТСР, определенной в приложении Б, а также тождество (34), получим следующие значения 
темпов прироста на ТСР: 

     
   

1 1 1

1 1
HSK H

K S

zii zy k c

y k c i i

            
     

           

  

; 

       
   

1 1 1

1 1
HH

zzs

s

                  
           



; 

     
   

1 1 1

1 1
H

H

zh
z

h

          
   

        



. 

 
Заключение 
 
Описанная в данной статье модификация модели Узавы – Лукаса представляет интерес 

для анализа экономической системы, так как описывает равновесные темпы роста основных 
макроэкономических показателей в модели, факторами производства которой являются не 
только труд и капитал, но также человеческий капитал и природные ресурсы. Несомненно, 
это усложняет ее верификацию, так как требуется большее количество статистической ин-
формации. Тем не менее в настоящий момент описанная модель проходит эмпирическую 
проверку на данных по группе стран, в том числе России. 
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Приложение А 
Анализ достаточного условия оптимальности  

в рассматриваемой задаче оптимального управления 
 

Для решения задачи оптимального управления необходимо убедиться в том, что гамиль-
тониан (12) представляет собой выпуклую функцию по отношению к переменным состояния 
и управления. В этом заключается условие достаточности Мангасаряна [22]. Для того чтобы 
функция была выпуклой, необходимо, чтобы ее матрица Гессе была отрицательно полуопре-
делена [23]. Проверка знаков главных миноров данной матрицы, которая будет иметь раз-
мерность 6 6 , представляется весьма затруднительной ввиду невозможности точно опреде-
лить знак ряда миноров. Поэтому воспользуемся условием достаточности Эрроу, 
показанным в работе [24]. Из (14)–(16) определим значения переменных управления и под-
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ставим их в гамильтониан (12). Оптимальными значениями переменных управления, макси-
мизирующих гамильтониан, являются: 

 
1

1 ;с

                                                                 (A.1) 

 
 

1

1

2

11 Ak s
b

h z

      
    

;                                             (A.2) 

 

1

1
1

3
Si

 
    

.                                                         (A.3) 

Подставив (A.1)–(A.3) в (12), получим следующее выражение для гамильтониана (назовем 
его maxH ): 

 

 

 

1 1 11
1 1

11 1
max 1 1

2 3

1

1
1 1

2 3
2 3

11

1

11
1 .

K

H S

Ak s
H Ak s k

z

Ak s
hz h s

h z

          


   

 
                              

                                         

        (A.4) 

Согласно условию достаточности Эрроу необходимо, чтобы гамильтониан (A.4) являлся 
выпуклой функцией относительно переменных состояния ,k h  и .s  Таким образом, матрица 
Гессе будет иметь вид 

 .
kk kh ks

hk hh hs

sk sh ss

H H H

Hess H H H

H H H

 
   
 
 

                                                        (A.5) 

Необходимо, чтобы главные миноры нечетного порядка данной матрицы были неположи-
тельны, а четного – неотрицательны. Главные миноры определены следующим образом: 

   

2

1

22 2

1

1
0

1

kk

z

H

z
k

Ak s



 

  
      
 

        

 (так как 1   ), 

0hhH  , 

   

2

1

22 2

1

1
0

1

ss

z

H

z
s

Ak s



 

  
      
 

        

 (так как 1   ), 

0kk kh

hk hh

H H

H H
 , 

0kk ks

sk ss

H H

H H
 , 

0hh hs

sh ss

H H

H H
 , 
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0
kk kh ks

hk hh hs

sk sh ss

H H H

H H H

H H H

 . 

Мы видим, что матрица Гессе (A.5) отрицательно полуопределена и соответственно усло-
вие достаточности Эрроу для данной модели выполняется. 

 
 
 
 

Приложение Б 
Определение значения доли человеческого капитала,  

задействованного в производстве ( b ), на траектории сбалансированного роста 
 
Для определения равновесного значения доли человеческого капитала введем следующие 

переменные: 

1 2 3 4 5, , , ,s si ih h c

k s k k s


          . 

Из выражения (15) получим соотношение 1 2/  , которое будет определено следующим 
образом: 

 
   

1
1 2

2 1 1

hzb z
b

y A
  

   
    

.                                    (Б.1) 

Используя (17), получим соотношение 1 1/ 


: 

 1 11
1 2

1
K K

y
Ab

k
  

            




.                                   (Б.2) 

Из (18), используя (Б.1), получим 2 2/ 


: 

 2

2
Hz


    





.                                                           (Б.3) 

Взяв производную (Б.1) и используя (Б.2) и (Б.3), найдем темп прироста величины 1 2/  : 

 

 

1 2
1 1 2

1 2
2 1 2 1 2

1 2 1 21
1 2

2

( )
1

( )

1

z b
b

A b b
z bb

A

  

  

            
                            

                 

  

    

.  

(Б.4) 

Используя выражения (6), (9) и (10), найдем величину 1

1






: 

  1
3 4

1

1 H K

h k y
z b

h k k

               
 
 

  

.                                (Б.5) 

Используя выражения (6) и (11), найдем величину 2

2






: 

  2
5

2

1 H S

h s
z b

h s

            
 
 

  

.                                    (Б.6) 
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Подставив (Б.2), (Б.3), (Б.5) и (Б.6) в тождество (Б.4) и преобразовав его, получим сле-
дующее выражение для темпа прироста доли человеческого капитала, задействованного в 
производстве: 

 
     3 4 5

b
z b

b

 
         

   



,                                  (Б.7) 

где 
   

 
(1 ) 1H K Sz          

 
 

. 

Используя выражения (9), (10), (14) и (17), найдем величину 3

3






: 

 3
3 4

3

1
1K

c k y

c k k

                              

  

.                             (Б.8) 

Используя выражения (9)–(11) и (33), найдем величину 4

4






: 

 54
3 4

4

1S S
K

s

i k s k y

i k s k k

                 
    
 

   

.                           (Б.9) 

Используя полученное на сбалансированной траектории равенство 
h k

h k
 

 

, получим 

   3 41 0H K

y
z b

k
          
 

.                                    (Б.10) 

Используя выражения (Б.7)–(Б.10) и учитывая, что на ТСР b


, 3


 и 4

равны нулю, получим 

следующую систему уравнений: 

     

 

 

   

3 4 5

3 4

5
3 4

3 4

0

1
1 0

0

1 0

K

S
K

H K

z b

y

k

y

k

y
z b

k

               
                         


            


               

, 

решив которую относительно b , 3 4   , 5  и 
y

k
, получим следующие значения: 

 
     

   
* 1 1 1

1 1
Hz

b
z

          


          
,                                 (Б.11) 

 
        

   
      

   

2
*

3 4

1 1 1 1 2

1 1

1 1 1

1 1

H K K

H

z

z

                                    
         

                   
         

 

      
   

*
5

1 1 1

1 1
H Sz                   

       
, 
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     
   

* 1 1

1 1
H K Kzy

k

                            
. 

В данном случае мы видим, что значение доли человеческого капитала, задействованного 
в производстве на ТСР ( *b ), выражено исключительно через константы модели и, следова-
тельно, представляет собой величину постоянную. 
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UZAWA – LUCAS GROWTH MODEL WITH NATURAL RESOURCES 
 

This article offers a modification of the Uzawa – Lucas growth model. The model includes natural resources as a fac-
tor of production. The necessary and sufficient optimal growth conditions for this model were considered. Growth rates of 
the main macroeconomic indicators along balanced growth path were derived. 
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