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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ МЕТОДИКИ ИССЛЕДОВАНИЯ  

НЕЧЕТКО-МНОЖЕСТВЕННЫХ СВОЙСТВ МОДЕЛИ ГЕСКЕ  
И ЕЕ МОДИФИКАЦИЙ ДЛЯ РЕАЛЬНЫХ ОПЦИОНОВ * 

 
Цель исследования – адаптация методики нечетких множеств к анализу эффективности многостадийных ин-

вестиционных проектов. Проблема, на решение которой направлено исследование, состоит в следующем. 
Метод нечетко-случайных пар был разработан для исследования нечетко-множественных свойств случайных 

точечно-множественных отображений. В данной статье предлагается обобщение метода нечетко-случайных пар 
для исследования стохастических процессов. Обобщение инициировано подходом к изучению неопределенности 
в исследовательском проекте, поддержанном грантом РФФИ № 15-06-06914. В этом проекте рассматриваются 
случайные процессы, являющиеся решением одной из модификаций модели Геске (модели Геске – Хсу). 

Обобщение метода нечетко-случайных пар на этот случай заключается в следующем: 1) переменная времени 
t  в процессе ( )tξ  заменяется на случайную величину u , равномерно распределенную на отрезке [ ]0;T , что 

превращает процесс ( )tξ  в двумерную случайную величину ( )( ),V u u= ξ , заданную на [ ]0;T R× ; 2) случайная 
величина V  с использованием интервального преобразования преобразуется в случайное точечно-множественное 
отображение; 3) для преобразования случайного точечно-множественного отображения в нечеткое множество и 
построения его функции принадлежности применяется интервальное преобразование; 4) для нечетко-
множественного исследования полученного точечно-множественного отображения применяется метод нечетко-
случайных пар.  

В статье содержатся основные определения абстрактных процедур метода нечетко-случайных пар. Для неко-
торых инновационных проектов характерны отсутствие прибыльности на первых этапах их реализации и боль-
шой риск, связанный с высокой неопределенностью оценки генерируемых ими прогнозируемых денежных пото-
ков. В этой ситуации использование стандартных методов анализа экономической эффективности 
инвестиционных проектов, реализуемых в высокотехнологичных отраслях промышленности, не позволяет полу-
чить комплексную оценку целесообразности осуществления инвестиций, а также количественно оценить досто-
верность динамики прогнозируемых показателей. Все это требует развития теории и методов анализа экономиче-
ской эффективности инноваций. Применение метода реальных опционов, а также аппарата нечетких множеств 
является, по нашему мнению, направлением совершенствования названных методов.  

Ключевые слова: инновационный проект, нечеткие множества, венчурное финансирование, неопределенность, 
метод реальных опционов.  
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Основные определения, связанные с нечетко-множественными методами 
 
Пусть mR  – m -мерное арифметическое пространство с борелевской мерой r  (см.: [1. 

С. 226]), A  – классическое (четкое) замкнутое множество в нем. Теория классических мно-

жеств разработана благодаря усилиям Г. Кантора [2]. Обозначим 
mR2  множество всех замк-

нутых (четких) подмножеств пространства mR , наделенное экспоненциальной топологией 
(которую часто называют μ -топологией (см.: [3. С. 168]) и Борелевской σ -алгеброй μS . 

Через ( )mRℑ  обозначим совокупность всех нечетких множеств пространства mR  (см.: [4. 
С. 38]). Нечеткое множество ( )mRA ℑ∈  однозначно определяется своей функцией принад-
лежности [ ]χ : 0 1m

A R ;→ , которая задает для каждого mRx∈  вещественное число 

( )0 χ 1A x≤ ≤ , определяющее степень принадлежности точки x  нечеткому множеству A . 
В терминах нечеткой логики число ( )χ A x  представляет собой степень истинности высказы-
вания { }Ax∈ . Например, если ( )χ 0,5A x = , то степень истинности высказывания { }Ax∈  
равна 0,5 .  

Пусть mRx∈ , 
mRA 2∈ , Ω  – вероятностное пространство с вероятностной мерой p  и 

ξ : Ω 2
mR→ – измеримое точечно-множественное отображение. Обозначим через Σ  – мно-

жество таких отображений. Определим функцию 

 ( )




∉
∈

.0,
1,

Axесли
A,xесли

=Ahx  

Как показано в [4], отображение ξ : Ωxh R→  является вещественной случайной величи-
ной, математическое ожидание которой ( )ξxE h   удовлетворяет неравенствам  

( ) ( ) ( )( ) ( )ξ
Ω

0 ξ ξ ω ω 1df
x xq x E h = h dp≡≤ ≤∫ . 

Здесь и далее в формулах для исключения неоднозначного толкования текста после иден-
тификатора меры в скобках указывается переменная, которой соответствует данная мера. 

Следовательно, отображение [ ]ξ  : 0 1mq R ;→  можно интерпретировать как функцию при-
надлежности некоторого, однозначно определяемого этим отображением, нечеткого множе-
ства ( )ξ

mA R∈ℑ , порожденного случайным точечно-множественным отображением ξ Σ∈ . 

Соответствием ξξ A→  определяется отображение ( )mRΣF ℑ→: , так что ( )ξ ξA = F . 

Отметим, что образ обратного отображения ( )( )1 ξF F−  – это некоторое множество слу-
чайных точечно-множественных отображений, содержащееся в Σ , причем, очевидно, 

( )( )1ξ ξF F−∈ .  

Согласно [4], назовем набор ( )( )ξ ξ,F  нечетко-случайной парой и обозначим через 

( )Σ mRℑ  множество, элементами которого являются пары ( )( )ξ ξ,F , где ξ Σ∈ .  

В приложениях функция принадлежности нечеткого множества ξA  вычисляется прибли-
женно с использованием стохастического алгоритма, базовой процедурой которого является 
процедура интервального преобразования случайной величины в нечеткое множество (см.: 
[1. С. 55–74]). 

 
Интервальное преобразование и стохастический алгоритм 

Пусть  : Ω mu R→  – случайная величина; 
mRmRv 2: →  – измеримое отображение. Сле-

дуя  [4], определим случайное точечно-множественное отображение  
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ξ : Ω 2
mR→  

формулой 
( ) ( )( )ξ ω ω= v u , 

где через uv   обозначена суперпозиция отображений u  и v . Очевидно, так определенное 
( )ξ ω  принадлежит Σ . 

Таким образом, построено преобразование случайной величины u  в нечеткое множество 
    ξF v u F  . 
Описанное преобразование случайной величины u  в нечеткое множество ( )uvF   и на-

зывается интервальным преобразованием. Свойства интервального преобразования 
ξu = v u→   определяются параметрами точечно-множественного отображения 

mRmRv 2: → . Изменяя v , мы получим разные нечеткие множества, соответствующие од-
ной и той же случайной величине u .  

Наиболее широко используемым в приложениях является интервальное преобразование, в 
котором отображение v  имеет вид ( ) ( ) { }a+x<yax|Ry=xvxv m

a ≤−∈≡ . Здесь mRa∈  
и 0>a . Свойства этого преобразования изучены, например, в [5]. 

Обратное преобразование нечеткого множества в случайную величину выполняется по 
следующей схеме. 

Шаг 1. По функции принадлежности нечеткого множества ( )χ x  определяется плотность 
распределения: 

 ( ) ( )
( ) ( )
χ

χ
mR

x
f x =

t dr t∫
. (1) 

Шаг 2. Выбирается случайная величина 0u , соответствующая плотности распределе-
ния (1). 

Примечание. Так как выбор случайной величины 0u  на шаге 2 выполняется неоднозначно 
(см.: [4. С. 41]), то для конкретизации случайной величины здесь используется дополнитель-
ная информация о свойствах решаемой прикладной задачи. Методика выбора 0u  основана 
на использовании этой дополнительной информации. 

Пусть задана случайная величина 0u . Стохастический алгоритм представляет собой сово-
купность следующих двух процедур. 

Шаг 1. Генерируется выборка  0 0 0 0
1 2, , ... , s

N ku u u u R  значений случайной величины 0.u  
По ней с использованием экономико-математических моделей, используемых в конкретном 
приложении1, вычисляется выборка  1 2, , ... , m

N ku u u u R  значений результирующей слу-

чайной величины .u  
Шаг 2. Выполняется интервальное преобразование ( )uvF a   с использованием эмпири-

ческой функции распределения ( )xΦu
N . 

За математическим обоснованием сходимости последовательности нечетких множеств 
( )xΦu

N  мы отсылаем читателя к [4. С. 72]. 
Основным параметром стохастического алгоритма является вектор a . 
 
 
 
 

1 В межотраслевых исследованиях – межотраслевая экономико-математическая модель, в исследовании ре-
альных опционов – избранная авторами модификация модели Геске, и т. д. 
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Математическое ожидание неопределенности вещественной функции  
на случайном множестве 
 
Пусть ξ : Ω 2

mR – случайное точечно-множественное отображение и RRy m →:  – ве-
щественная измеримая функция. Рассмотрим вещественную случайную величину: 

 ( )
( )

( ) ( )Y y x dr xξ
ξ ω

ω = ∫ . (2) 

Преобразование вещественной функции m  переменных y  в случайную величину ξY , оп-

ределенное формулой (2), обозначим через ξH , так что  ξ ξY = H y . Преобразование ξH  ка-

ждой вещественной измеримой функции y  ставит в соответствие случайную величину 
 ξH y , характеризующую свойство неопределенности функции y  на множестве  ξ ω . 
Лемма 1. Математическое ожидание ξEY  неопределенности вещественной измеримой 

функции ( )xy  на случайном множестве ξ  вычисляется по формуле: 
 ( ) ( ) ( )ξ ξ

mR

EY = y x q x dr x∫ .  

Доказательство. По определению математического ожидания справедливо равенство 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

m
x

R

EY Y dp dp y x dr x dp y x h dr xξ ξ
Ω Ω ξ ω Ω

= ω ω = ω = ω ξ ω∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Далее применяем теорему Фубини и получаем: 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

  

 .

m m

m

x x
R R

R

dp y x h dr x y x dr x h dp

y x q x q x dr x
Ω Ω

ξ ξ

ω ξ ω = ξ ω ω =

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫
 

Лемма доказана. 
 
Математическое ожидание неопределенности вещественной функции  
на нечетком множестве 
 
Рассмотрим вещественную измеримую функцию RRy m →: . Математическое ожидание 

неопределенности функции ( )xy  на нечетком множестве  F ξ , согласно [4. С. 75], опреде-
ляется формулой 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
m

F F
R

E y y x x dr xξ ξ= χ∫  (3) 

Следствие из леммы 1. Так как для каждого mRx∈  справедливо равенство 
     Fq x = χ xξ ξ , то из леммы 1 и формулы (3) следует, что математическое ожидание ξEY  

неопределенности вещественной функции   y x  на случайном множестве ξ  и математиче-
ское ожидание неопределенности    FE yξ  этой же функции на нечетком множестве  F ξ  
совпадают. 

Отметим, что функция неопределенности нечеткого множества ( )ξF  нечетко-случайной 

пары    Fξ ξ , изученная в [4. С. 43], получается из формулы (3) в частном случае, когда 

( ) 1≡xy . 
Частные функции принадлежности нечеткого множества. Если n+mRx∈ , то будем пи-

сать   x = y z , где ,my R  ,nz R  Пусть  2
m+nRξ Ω   – случайное точечно-множественное 
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отображение. Функция принадлежности проекции  mR
Fπ ξ  нечеткого множества  F ξ  на 

пространство mR  определяется по формуле  

    y
π mR

y = p EFχ
ξ

, 

где     ω n
yE = | y Rω Ω ξ    . Функция принадлежности проекции  nR

Fπ ξ  нечетко-

го множества  F ξ  на пространство nR  определяется по формуле  
 

    χ
ξ z

π nR

z = p EF
, 

где     ω Ω | ξ ω m
zE = R z    . 

Заметим, что для mRy∈  и nRz∈  справедливы неравенства 

      χ  χF π mR

y, z yFξ ξ
 ,       χ  χF π nR

y, z zFξ ξ
 . 

Пусть теперь при некотором mRy∈  имеем 
   0

π mR

χ y >F ξ
. Тогда правдоподобность то-

го, что ( )ξnR
z π F∈  при условии ( )ξmR

y π F∈ , вычисляется по формуле 

         

  
χ  

χ
F

n mR R
π mR

y, z
p z π F | y π F =

yF

ξξ ξ
ξ

  . (4) 

Условная правдоподобность (4) при фиксированном y  является отображением 
 χ : 0; 1nR   и представляет собой функцию принадлежности нечеткого множества 

   nR
G y = F | yπ ξ , которую и будем называть частной функцией принадлежности нечетко-

случайной пары    Fξ ξ  в точке .my R  Очевидно, в точке  , m+nx = y z R  имеются две 
частных функции принадлежности:  

     

  1

χ , 
χ

χ
F

π nR

y z
y =

zF

ξ

ξ
 и      

  2

χ  
χ

χ
F

π mR

y z
z =

yF

ξ

ξ


. 

Предположим, что функции ( )1χ y  и ( )2χ z  таковы, что все сечения нечетких множеств 

χ1
A  и χ2

A  замкнуты. Тогда, согласно лемме 3.1 из [4. С. 42], найдутся случайные точечно-

множественные отображения 1ξ  : Ω mR→  и 2ξ  : Ω ,nR  для которых справедливы равенст-
ва 

 χ 11
ξA = F ,  χ 22

A = F ξ . 
Экспериментальное исследование статистических свойств частных функций принадлеж-

ности выполнено в публикации [6]. 
 
Методика исследования нечетко-множественных свойств  
модели Геске – Хсу 
 
Винеровский процесс. Случайный процесс tW , где 0≥t , называется винеровским процес-

сом, если: 
1) 00 =W  почти наверное;  
2) tW  – процесс с независимыми приращениями;  

3)   20, σt sW W N t s   , для любых ∞<t<s<0 , где   20, σN t s  обозначает 

нормальное распределение со средним 0  и дисперсией  2σ .t s  
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Свойство роста дисперсии винеровских процессов во времени хорошо согласуется с гипо-
тезой роста со временем волатильности цены базовых активов в моделях реальных опционов. 
Это в полной мере касается и применения метода реальных опционов при венчурном финан-
сировании инновационных проектов (см.: [7]). 

Определение модели Геске – Хсу. Формула, полученная Блэком и Шоулзом (1973) в [8] для 
оценки стоимости европейского колл-опциона, а также формула Геске (1979) [9], полученная 
для оценки двухстадийного составного европейского колл-опциона, применимы только для 
случая постоянной волатильности стоимости базового актива. Хсу в работе [10] получил мо-
дификацию модели Геске для случая оценки опционов с волатильностью, зависящей от вре-
мени. 

При выборе модели оценки реального опциона для случая венчурного инвестирования 
необходимо принимать во внимание тот факт, что волатильность цены базового актива изме-
няется с течением времени. По нашему мнению, именно модифицированная формула Геске 
[10] в полной мере учитывает особенности венчурного инвестирования и может быть ис-
пользована для оценки стоимости реальных опционов, возникающих при венчурном финан-
сировании инновационных проектов.  

Пусть переменная tV  описывает стоимость акций компании в момент времени t , проин-
вестированной в момент времени 0=t  в объеме 0.I  В модели Геске предполагается, что пе-
ременная tt lnV=X  является случайным процессом, удовлетворяющим стохастическому 
дифференциальному уравнению:  

    α t, ω σt tdX = dt + t dW , (5) 
или 

 ( ) ( )0
0 0

,   
t t

t tX X s ds s dW− = α ω + σ∫ ∫ , (9´) 

где tdW  – приращение Винеровского процесса ( )dtNdWt 0,∼ , ω  – случайный элемент.  

Тогда, согласно формуле Ито [11], переменная tX
t eV =  будет удовлетворять стохастиче-

скому дифференциальному уравнению 

       21α t, ω σ σ
2t t t tdV = + t V dt + t V dW

 
 
  

, (6) 

где  α t, ω  – мгновенная норма доходности акций tV ,  2σ t  – дисперсия мгновенной нормы 
доходности (оценка риска изменения мгновенной нормы доходности). 

Стохастическое дифференциальное уравнение (5) (а следовательно, и уравнение (6)) име-
ет единственное с точностью до множества меры нуль-непрерывное почти всюду решение на 
отрезке  0; T . Теория стохастических дифференциальных уравнений изложена, например, 
в [11]. 

Далее, для исследования нечетко-множественных свойств траектории tV  используются 

нечетко-случайные пары      , , t tv t V ,F v t V  , как это описано ниже. 

 
Пример адаптации нечетко-множественной методики анализа реальных опционов  
к оценке эффективности венчурного финансирования инновационных проектов  
 
О проекте по организации переработки хлористого метила в этилен. Основные цели 

проекта, к анализу эффективности которого будет применена нечетко-множественная мето-
дика: 

• расширение сырьевой базы производства этилена, что позволит создать крупномасштаб-
ные производства полимеров из дешевого и распространенного в России сырья – природного 
газа; 

• улучшение технико-экономических показателей производства этилена в сравнении с 
производством этого продукта из нефтяного углеводородного сырья. 
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Для оценки эффективности проекта используются известные показатели – внутренняя 
норма доходности (IRR) и чистый приведенный доход (NPV).  

Этилен представляет собой важное сырье для химической промышленности, в особенно-
сти для получения таких полимеров, как поливинилхлорид (ПВХ), полиэтилен и полистирол. 
Россия значительно отстает от развитых стран по производству основных полимеров, в пер-
вую очередь ПВХ, импорт которого составляет около 50 % от внутрироссийского спроса. 
Существующий дефицит покрывается за счет импорта как самого полимера, так и изделий из 
него.  

В настоящее время промышленный метод получения этилена и сопутствующего пропиле-
на основан на парофазном пиролизе легких фракций нефти (прямогонного бензина).  

Основным сдерживающим фактором развития производства ПВХ и других полимеров яв-
ляется недостаток углеводородного сырья – этилена. Среднедушевое производство этилена в 
России в три раза ниже, а производство ПВХ в четыре раза меньше, чем в Западной Европе.  

Увеличение переработки нефти в этилен требует комплексного подхода для использова-
ния всех получаемых сопутствующих продуктов, что влечет за собой колоссальные инвести-
ционные затраты. Тенденции возрастания стоимости добычи нефти в РФ, а также рост по-
требности страны в моторном топливе – основном продукте нефтепереработки также 
ограничивают сырьевую базу для химической продукции из углеводородов, в том числе и 
полимеров. Сокращение традиционной нефтяной сырьевой базы приводит к необходимости 
искать альтернативные источники углеводородов. Между тем Россия обладает огромными 
ресурсами природного газа – около трети мировых запасов. Природный газ и его основной 
компонент метан в России в основном используются как энергоресурсы в топливно-
энергетическом комплексе. Вопрос экономически более эффективного использования при-
родного газа может быть решен путем его эффективной и глубокой переработки в химиче-
скую продукцию.  

Задачи, решаемые анализируемым проектом, состоят в следующем.  
1. Устранение нарастающего в России дефицита этилена, используемого в качестве ос-

новного сырья для производства ПВХ, путем создания технологии получения этилена из 
хлористого метила, продукта переработки природного газа.  

2. Экономически эффективное использование природного газа и его основного компонен-
та метана как более дешевого, более распространенного, чем нефть, сырья для производства 
химической продукции в РФ.  

Для решения этих задач в создаваемом производстве будет использована двухстадийная 
каталитическая технология получения этилена путем переработки хлористого метила, полу-
ченного из природного газа. 

Предполагается, что новое производство будет организовано специально созданным для 
этой цели юридическим лицом (Проектной компанией) на производственной площадке 
рядом с заводом по производству ПВХ, который станет стратегическим партнером проекта: 
завод будет закупать 100 % производимого этилена и поставлять проектному предприятию 
сырье (хлорводород) для внутрипроизводственных нужд. 

Проектная компания может быть организована на всех отечественных предприятиях, 
имеющих производства хлормономеров и полимеров на их основе для производства этилена 
и увеличения производства ПВХ.  

Реализация проекта предусматривает несколько этапов: 1) НИОКР; 2) предпроектные 
и проектные работы; 3) покупка земли, организация стройплощадки, земляные работы, СМР 
по зданиям и сооружениям (кроме наружного контура и кровли); 4) строительство подъезд-
ных путей и ограждений, внешних сетей и коммуникаций, выполнение СМР по зданию 
(наружный контур и кровля), инженерным системам и оборудованию общего назначения; 
5) приобретение производственного оборудования, IT-оборудования и программного 
обеспечения, выполнение пусконаладочных работ и проч.; 6) опытная эксплуатация; 7) вы-
ход на рабочую мощность и производство продукции на уровне 100 % производственной 
мощности. 

Поэтапная реализация проекта открывает возможности принятия гибких решений относи-
тельно его развития после осуществления каждого  этапа. Это, в свою очередь, позволяет 



Баранов А. О. и др. Модель Геске и ее модификации                                  85 
 
применить для оценки экономической эффективности проекта метод реальных опционов 
в различных его модификациях.  

Модификация модели Геске и методика нечетко-множественного анализа двухэтапного 
опциона. Учитывая поэтапное инвестирование рассматриваемого проекта, будем использо-
вать модификацию (6) модели Геске, в которой параметр мгновенной дисперсии  2σ t  явля-
ется кусочно постоянной функцией, т. е. период  0; T  делится на части: 

       1 1 2 10; 0; ; ... ; ,k k kT = T T T T T T T    , 

и на каждом из множеств 1 0; 1,... 1, 0j jT T , j = k T =
  , имеем  2 2σ σ jt = , а на  1; k kT T  – 

 2 2σ σkt = . 
Предположим, что венчурный фонд принимает решение разбить процесс инвестирования 

на два этапа: 0 1 2.T <T <T  Тогда инвестируемая компания представляет венчурному фонду 
составной колл-опцион. 

В соответствии с [7] введем следующие параметры: 
vI0  – инвестиции фонда на приобретение составного колл-опциона в момент 0; 
vI1 – цена покупки фондом части vQ  акций инвестируемой компании в момент 1T  (цена 

исполнения составного (внешнего) колл-опциона); 
vI2  – цена исполнения внутреннего колл-опциона в момент времени 2T=t  (величина не-

явных издержек венчурного фонда); 
v

tV  – рыночная стоимость (капитализация) пакета акций vQ  инвестируемой компании в 
момент t , который (пакет), возможно, приобретет венчурный фонд по условиям составного 
колл-опциона; 

V  – пороговое значение стоимости акций инвестируемой компании в момент 1T , так что 

при условии VVT ≥
1

 венчурным фондом принимается решение о приобретении пакета vQ ; 
v
tC  – цена составного колл-опциона в момент t . 

Будем предполагать, что на отрезке времени  0 2; T T  переменная v
tV  является решением 

уравнения (6). Тогда по модифицированной формуле Геске (см.: [7]), для каждого t  можем 
вычислить цену составного колл-опциона v

tC  и другие характеристики, которые являются 
функциями переменной .v

tV  
Основные методические приемы исследования нечетко-множественных свойств моделей 

инвестиционных проектов с венчурным финансированием, основанных на стохастическом 
дифференциальном уравнении (6), заключаются в следующем. 

1. Для нечетко-множественного описания решения уравнения (6) применяется двухшаго-
вая процедура, на первом шаге которой случайный процесс, являющийся решением уравне-
ния (6), преобразуется в случайную величину, а на втором шаге к полученной случайной ве-
личине применяется стохастический алгоритм. Процедура преобразования случайного 
процесса tV , являющегося решением уравнения (6) на отрезке  20;  T , в случайную величину 
заключается в том, что вместо tV  рассматривается двумерная случайная величина 

 ξ,  Vη ξ , где ξ  равномерно распределена на отрезке  20;  T . 
2. Исследуются свойства полученных нечетких множеств и вычисляются нечетко-

множественные оценки показателей, характеризующих исследуемый инвестиционный про-
ект.  

3. Проводится экономический анализ полученных результатов расчетов. 
В работе [4] изучены следующие три методических приема, которые используются нами 

для  оценки инвестиционных проектов (предполагается, что tV  является решением уравне-
ния (6)). 
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1. Оценка наиболее правдоподобного значения показателя. Так как значение функции 
принадлежности 

   χ τ, 
F v t,Vt

z


, для каждой пары  τ, z  представляет собой степень истин-

ности высказывания τV = z , то решение, при фиксированном τ  задачи: 

       
xa

m0 , 
χ τ, τ, 

zF v t,V F v t Vt t
z = χ z

 

, 

является наиболее правдоподобным значением τV , равным 0.z  Этот показатель вычисля-
ется на основе использования частных функций принадлежности (см.: выше раздел, посвя-
щенный методике исследования нечетко-множественных свойств модели Геске – Хсу) при 

τt = . Отметим, что для бимодальных и более сложных распределений наиболее правдопо-
добное значение может существенно отличаться от математического ожидания. 

2. Оценка ожидаемой неопределенности показателя. Для оценки ожидаемой неопределен-
ности показателя используется формула (3). Эта характеристика не совпадает с оценками ма-
тематического ожидания и дисперсии выборки  2

1 2, , ... , N k Rη η η η   значений результи-

рующей случайной величины η  и является их существенным дополнением. 
3. Надежность и устойчивость нечетко-множественной оценки показателя относительно 

эталона. Для оценки надежности и устойчивости используется некоторое эталонное нечеткое 
множество. Отклонением от него оцениваются надежность и устойчивость исследуемых по-
казателей при изменении влияющих параметров. Важно отметить, что при изменении эта-
лонного множества в пределах, указанных в [4], происходит изменение абсолютных оценок 
надежности и устойчивости исследуемых показателей. Однако абсолютные значения надеж-
ности и устойчивости при этом изменении эталона увеличиваются или уменьшаются про-
порционально их значениям при исходном эталоне. Таким образом, сравнительный анализ 
надежности и устойчивости исследуемых показателей не зависит от эталона. 

В заключение отметим, что в статье приведено краткое математическое описание проце-
дур исследования нечетко-множественных свойств реальных опционов в инвестиционных 
проектах. Апробация предлагаемых процедур выходит за рамки данной статьи и является 
содержанием отдельного прикладного исследования, которое по плану гранта РФФИ будет 
выполнено в одной из ближайших наших публикаций.  
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MATHEMATICAL JUSTIFICATION OF RESERACH METODOLOGY  

OF FUZZY SET PROPERTIES OF THE GESKE MODEL AND 
ITS MODIFICAIONS TO REAL OPTIONS 

 
The purpose of this study is to adapt methods of fuzzy sets to analyze the effectiveness of multi-

stage investment projects. 
The problem solved by the study is as follows. 
Some innovative projects are characterized by the lack of profitability in the early stages of im-

plementation and high risk associated with high uncertainty of assessment of expected future cash 
flows generated by the project. In this situation, the use of standard methods of analysis of econom-
ic efficiency of investment projects in high-tech industries, does not provide a comprehensive as-
sessment of the appropriateness of investing, as well as to quantify the accuracy of the dynamics of 
the projected figures. All this requires the development of theory and methods of analysis of eco-
nomic efficiency of innovation. Application of real options, as well as the fuzzy sets is, in our view, 
the direction of improving these methods. 

The fuzzy random pairs approach is developed in order to study fuzzy set properties of random 
pointwise set mappings. The articles proposes generalization of the fuzzy random pairs approach for 
research of stochastic processes. The generalization is initiated by an approach to exploration of 
uncertainty in research project supported with an RFBR grant no. 15-06-06914, which is based on 
application of the Geske model modification. Mathematical description of the generalization is car-
ried out for an example of a real venture-backed investment project aimed at organization of methyl 
chloride to ethylene processing. 

The generalization essence is in the following: 1) time variable t  in a random process ( )ξ t  is 
replaced with a random value u , distributed uniformly within a segment [ ]T;0 , which turns the 
process ( )ξ t  into a bidimensional random value ( )( ),ξV u u= , defined on [ ] RT ×;0 ; 2) the ran-
dom value V  value is translated into a random pointwise set mapping using the interval translation; 
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3) in order to translate the random pointwise set mapping into a fuzzy set and to build its member-
ship function a stochastic algorithm is used; 4) for fuzzy set exploration of the resulting pointwise 
set mapping the fuzzy random pairs approach is used. 

The solution of the Geske model is a stochastic process defined on a finite segment of time. 
The article contains main definitions and adaptations of abstract procedures of fuzzy set approach to 
the real investment project aimed at organization of methyl chloride to ethylene processing. A de-
tailed research of this project attributes with the use of suggested fuzzy set approach lays beyond 
the frame of the article and should be the subject of an independent applied research. 

Keywords: innovative project, fuzzy sets, venture financing, uncertainty, real options method. 
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